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Etude de dynamiques de populations

d

2R
dt !

(R, C)

h(R, C)

gl(R’ C)

g2(R7 C)

Cas "moins" classiques :

» continum d'équilibres

vvyyvyy

équilibres
sol. périodiques
stabilité

spectre

» dynamiques non-autonomes ou contrélées
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Croissance en milieu fermé

» procédés fermentaires » micro-biologie

:

Observations a I'échelle populationnelle :

densité optique

g ... )

temps
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Croissance multi-souches

-
—— especes 1&2
espéce 1
espéce 2
temps

neutre

espce 1 seule
espece 2 seule

—— especes 1 &2
espéce 1 seule
espéce 2 seule

temps

inhibition

—— espéces 1 &2
espéce 1 seule
espéce 2 seule

temps

facilitation
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Modeéles de croissance microbienne en batch

Mono-spécifique : 5 - _Y’M(S)X substrat
X = w(S)X biomasse

Ln.
|

Multi-spécifique

n
1
— Z Vu;(S)X,- substrat
(sans interaction directe) : i=1 !

Xi = w1i(S)X; biomasse i
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Rendement en biomasse
Notation : S ;= {p € R"; Zp,- =1}, e:=[65](i=1---n)

Définitions. Soient S > 0 et By > 0 fixés.
1. Pour 5(0) = Sp et X(0) = poBo avec pp € S, on note
R(po) = B(o0) — By ol B(t) =Y Xi(t)
2. On dit qu’il y sur-rendement lorsque
max R(pg) > max R(e)

PoES

' Quels mécanismes pourraient expliquer
un sur-rendement a I’échelle des populations ?
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Sur-rendement dans le modeéle classique ?

. no1

S = —Zvﬂi(S)Xi
i=1 i

Xi = pi(S)X

Hypothése H1. S > 0 = 1;(S) > 0 (et 1;(0) = 0) pour tout i.

Proposition. On a R(e;) = YiSp et

R(po) = max R(e;
max R(po) = max R(e;)
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Pourquoi ?

i) S(t) décroit vers Sy.
SOO>O:>,u,-(500)>0:>5>0... donc 5o =0

ii) conservation de la masse totale :

: 1. X — Xi(0
5+ZWX;:0:>S():Z;:(OO)%():>R(&):Y;SO
iii)Soitq;:W20,onan,-:1et
i20

i=1

B(o0) = Bo=)_aiYiSo = _aiR(e)
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Seuils de croissance

‘ - u(S)=0, S€[0,5]
Hypothése H1lb. Vi, 35; > 0 t.q. { u(S) >0, S>S;

= R(e)) = Yimax(0,5(0)—S;), i=1---n

Proposition. Fixons Sy > 0 et By > 0.
Soit i* tel que

R(ei*) = ,-ETle,],),(,,} R(e,-) > 0.

S'il existe j # i* tel que Y; > Y« et So > §;, alors

Po,i > 07 i€ {I*u./} *
’ e =R > R(e;
{ poi =0, i {ivjy ~ Rwo) > RIE)
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concentrations

Example

cinétique

1 15
concentration S

o 10 20 % 4 s 6 70 & o 10 2 % 40 s 6 70 8 o 10 20 % 40 s 6 70 8
temps. temps temps

culture pure culture pure en mélange

10 / B2



Etude de robustesse

fréquences

5 10 15 20 25 30
sur-rendement (%)

500 simulations aléatoires
avec des variations des paramétres allant jusqu’'a 10%
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Mortalité

n

: 1

S = —Z?Mi(s)xi
=1 "1

Xi = ui(S)Xi—kiX;

Proposition. En culture pure, on a lim Xj(t) =0 et
t—+o0

lim S(t)=5,>0 ta. /550 (ulza) - 1) do = X0

t—-+o00 Y;

> Definition. R(pg) = max B(t) — By
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Mortalité et facilitation

Proposition.

i) Soit une souche i avec
SETOO wi(S) = 0 (effet d’inhibition)
(Bo, So) tel que pi(S;) < ki

alors R(ej) =0.

ii) Soit une autre souche j avec
S — 1j(S) croissant
Yi>Y;

Alors on peut obtenir R(pp) > R(e;) avec pg; > 0.
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Example

15
—_—n
_____ k1
2
[ Yi=1 R =15
1 ) €1
g
3
g
0 Yo=1 R =0
2 = .4, (S)
0
concentration S
0
go12 2012
2 2
H §0%
0
o
----------- 0

culture pure

culture pure

temps

en mélange
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Etude de robustesse

fréquences
o @ IS @ e

0
-50 0 50 100 150 200
sur-rendement (%)

500 simulations aléatoires
avec des variations des paramétres allant jusqu’'a 10%
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Rendement variable

Mono-spécifique : 5 - _EM(S)X
X = u(S)X
So
— X(o0) — X(0) = / y(s)ds
0
. "1
Multi-spécifique S = — Z ﬁu;(S) ;
(sans interaction directe) : : i=17"
Xi = pi(S)X;
=S+ Z

i=1 ’
Proposition.

50 SO
| minyi(s)ds < R(po) < [ maxyi(s)ds
0 ! 0 !
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Considération d’'une maintenance

{S = —%,u(S)X—m(S)X
X = wSX
Posons y(5)21+ay(5)»/ et a(S):’:((S))
1
=>{ > = Ty
X = wSX

» m constant = y(-) croissant

» () croissant = y(-) décroissant
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Exemple de données en eenologie

700gr
500 o
o
00|
2 o
xi 400 5
é’E
300 - @
<
200 - o
100 1 1 1 I 1 1 1 7
o1 02 03 04 0s o6 07 08 ik}
N

=—-aSy+b=y(s)=—-2as+b
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Rendement variable

Proposition. Soient /*, j tels que

504)+OO

(i) R(eix)= rFlax {?(e,) pour Sp assez grand et_lim R(ej»)=+00
n

(ii) il existe S > S§* > 0 avec

(a) S < 5" =yir(S5) > y(9)
(b) S>35 = yi-(S) <y(S) et 1(S) = pi-(S)

Alors pour tout By > 0, on a

P0i>07 i€ {’*7./} *
’ . .5 =R > R(e;
{ poi =0, i ¢ {ivj} ~ Rwo) = RIE)

pour Sy assez grand.
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Example

cinétique

rendement

3 4 5 & 7

concentration en S

cinétiques

3 4
temps

culture pure

concentrations

3 4
temps.

culture pure

3 4 5 & 7
concentration en S

rendements

4
temps.

en mélange
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Etude de robustesse

fréquences

6 8 10 12 14 16 18 20 22
sur-rendement (%)

500 simulations aléatoires
avec des variations des paramétres allant jusqu’'a 10%
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En résumé

» plusieurs mécanismes reposant sur une complémentarité dans
I"'utilisation des ressources

> role des transitoires pour obtenir un sur-rendement

P> perspectives : optimisation par ajout d'une espéce en cours
de fermentation
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Croissance en milieu ouvert

» épuration des eaux > biogéochimie
m’;
[ Q
a4
flux flux
apport en d’entrée ressources de sortie taux de
. e
nutriments consommateurs disparition
. 1
S = —V,u(S)X + DS;,—DS
X = u(S)X-DX
*
Rendement de conversion (a I'équilibre) : p = <
in
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Croissance multi-spécifique

. "1
S = =) v Hi(S)Xi + DSip—DS
=1 "1

X,' = u;(S)X;—DX;

Exemples avec n =2 :
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Le Principe d’exclusion compétitive

souche 2

souche 1
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Le Principe d’exclusion compétitive

souche 2

souche 1
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Le Principe d’exclusion compétitive

souche 2

souche 1

7 /| BD



Probleme d’invasion

Le systeme est a I'équilibre avec une espece résidente x; = x{°

At =0, il y ainvasion par une espéce "2" (avec x»(0) petit)

— 11

[ S — 12

Si D < D, I'espéce "2" peut s'installer...

Question : peut-on retrouver x; = xi en faisant varier D7

79 /BED



Viabilité
Soit un systéme contrdlé x = f(x, u) et un ensemble fermé S.
Définitions.
1. S is viable pour f is pour toute condition initiale dans S, il
existe une commande u(-) telle que x(t) € S pour tout t > 0.

2. le noyau de viabilité de of S, noté Viab(S), est le plus grand
sous-ensemble K de S qui est viable pour f.

209 / KD



Viabilité
Systéme réduit :

(S) { X1 = (pa(sin —x1 — x2) = D)x1 D € [Dm, D]

Xo = (p2(sin — x1 — x2) — D)xo

défini sur S = {x € Ri, x1 + x2 < sin}, avec Dy, < D < Dy.

SOitK::{XGS,X;[ZX{, X2>0}
Lemme. Soit x; = s;, — 5.

X{ € (X1, — 1 (Dm)) = Viab(K) = [x{, sin] x {0}
x{ > Sin — p7 (D) = Viab(K) =0
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Résilience (faible)

Définition. (S) est faiblement résilient pour K if pour toute
condition initiale dans IC, il existe une commande D(-) t.q.

meas{t >0, x(t) € K} = +o0

On appelle contrdle faiblement résilient un tel D(-).

21 /B



Existence d’un controle faiblement résilient

Proposition. Soient x{ € (X1, sin) et D, Dpy t.q.
0 < Dy < pi(sin — x{) and Dpy > p1(sin),

Pour toute condition initiale dans K, il existe t — D(t) qui alterne
ses valeurs dans {Dp,, Dy} sur des intervalles [T;, Tit1[, i € N avec

To=0<T1 <---<Ti<Tigz1<--- and lim T; = +o0

1—00

qui est faiblement résilient pour K.
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Portraits de phase

ERER

T T T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

xt

D = Dy

T
2

T
22 24 26 28

T
12 14 16 18 2

xt

D= Dy,
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Construction d’un controle faiblement résilient

Soit E={x€eS, xy <X, p <e}et T >0,
1. si x(T;) € &, DP(t) = Dy, pour t € [T;, T;1[ avec
Tip1=inf{t> T+ T;st. x(t) ¢ K}
2. si x(T;) & &, DPP(t) = Dy for t € [T;, Tiy1[ avec

Tiz1=inf{t > T; sit. x(t) € £}
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Construction d’un controle faiblement résilient

Proposition. |l existe £ > 0 and T > 0 tels que pour toute
condition initiale dans KC, D®?(-) alterne ses valeurs dans
{Dm, Dp} sur [Ti, Tiza] (i € N) avec

O=To<Th<---<Ti<Tig1 <+ lim T; =400

1—00

et DPP(-) est un controle faiblement résilient pour K.
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Comment choisir c et T 7?

2.5

0.5

04 —————r——r
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

x1
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Comment choisir c et T 7?

2.5

0.5

e s
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

27 /KD



Exemple de trajectoire

2.5

0.5

0

T e BRI B e B |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
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Exemple de trajectoire

2.5

0.5

0+ - SR ..
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

x1
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Existence de solutions périodiques

P: [e,sin—x{] — [e,sin—x{]
X02 —> X2(T2)

Proposition. P admet un unique point fixe xg, et toute sol. vérifie

im x(Tan) = (<, 53)

Soit x*(-) la sol. périodique pour x*(0) = (x1, x%,).
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Convergence vers la solution périodique

On pose x(t) = X(g(t)) avec

T*
g(t)=Tr + 7%“1 F(t=T), t€[T0. Tia)
i+
dx T ?*k F(%:Dm)s 7 € [T3k: T3iqa)
~ 2k+1
T =Frx =9
-
T2 T (%, D), 7 € [Thisns Thir)

1. F est un systéme asymptotiquement périodique de limite
f(x,Dm), t € [T3; T3ii1)
F*(t,x) =
f(Xa Dm)7 te [T2*k+17 T2*k+2)
2. O contractif = il existe § = . lim t— g(t)

—+00

Conclusion : lim x(t) —x*(t+ ) = 0.

t—-+o00
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Simulation

Dy =0.10, D, = 1.5, 2] = 2.2, ¢ = 0.100, %{t;21(t) > =1} = 84

3 -

N

0.5 A

0 T T T T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

souche 1 temps
souche 2
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Simulation
Dy =0.05, D,, = 1.5, z = 2.2, £ = 0.050, %{t;21(t) > 2} = 91

: .

2.5 A

0.5 4

0 T T T T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

souche 1 temps
souche 2
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Simulation

Dy =0.10, D,,, = 1.5, 2] = 2.5, ¢ = 0.100, %{t;21(t) > z}} =78

34
N
25
2
1.5 -
14
0.5
0 T T T T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
souche 1 temps
souche 2
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Simulation

Dy =0.05, D,, = 3.0, 2} = 2.5, £ = 0.010, %{t;z1(t) > 2|} = 94

34
25
2
1.5 4
14
i '/"M/’/'/‘
Y T T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
souche 1 temps
souche 2
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Exemples de chroniques du taux de dilution

Dy =0.10, Dy, = 15, o} = 2.2, £ = 0.100, %{t:x1(t) > o} = 84 Dy =005, Dy =15, a] =22, £ = 0.050, %{t;x:(t) > 27} = 91
1 1
124 12
aos Qos
054 os]
044 0e]
02 0z
o —
o s w0 1o w0 a0 o %0 w0 w0 o o s w0 v w0 a0 w0 s o o a0
cemps temps

Dy =0.10, Dy = 15, o = =0.100, %{t:m(t) > 27} = 78 D= 005, Dy, = 3.0, 2§ = 2.5, & = 0.010, %{t:x1(t) > #f} = 94
e

1]
25

1]

‘, 2]

a0 a
15

05

0e ]
os ]

02

o

o s w0 im0 w0z w0 s o o a0 I R R S A AR A R A

temps temps
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Syntheése a I'aide d’un controle hybride

dynamique discréte :

Esio(t.) =& etx(t) €K
o (2] T )en | Go)=Gex( gk
) = | ¢l sio(t ) = &5 et x(t) €

Eg\ . o(t_) sinon

& s X(O) e
& six(0) ¢ &

o-rétroaction :

| Dmsio € {&, &}
D(“)_‘ Dy si o = &
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Conclusions et perspectives

> exemple (théorique) ot la diversité est favorable au rendement
d'un écosystéme

> exemple (théorique) ou la diversité est pénalisant pour le
rendement d'un écosystéme

P interactions directes ou indirectes ?
> expériences de validation ?

» outils méthodologiques pour explorer les transitoires ?
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Temps de crise

Soient
- une dynamique x = f(x, u), x(0) = xo,
- un ensemble K fermé d'intérieur non vide.

On dit qu'il y a crise quand x(t) ¢ K.

—+00

P | Plo): inf, Txe(xu(t)) dt

0

0, xeK,
avec T xe(x) ::‘ 1 x¢ K
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Exemple

Modele proies-prédateurs de Lotka Volterra

X = rx — xy proies
= —my+xy —uy  prédateurs u € 0,1

prédateurs

ity
:ﬁ"/"' )

Ui

b,

e
7

I;’,nu",',',;n
TIPS
’Wl )

proies
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Temps de crise minimum




Temps minimum pour rejoindre le noyau

prédateurs
] T T
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